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摘要　　神经网络插值问题是神经网络理论与应用的研究热点与难点之一.文中研究具有插值性

质的前向神经网络的构造与逼近问题.对于一般的 Sigmoidal激活函数和 d 维 Euclid空间中的插

值样本 , 分别构造了精确插值和近似插值的单隐层前向神经网络 , 研究这两类网络之间的偏差 ,

并分别估计它们对目标函数的逼近误差 , 指出神经网络插值与一般代数多项式插值之间的本质差

异.

关键词　　神经网络　精确插值　近似插值　偏差估计

　　设R d是 d 维 Euclid 空间 , Xj
n
j=0是R d中的

n+1个互异的点 , 又设 f j
n
j=0是 n+1 个实数 , 我

们称

(X0 , f 0),(X1 , f 1), … ,(Xn , f n) (1)

为插值样本 , X j
n
j=0为插值结点组.如果有一个

单隐层前向神经网络

N e(X)=∑
n

j=0
cj (Wj ·X+b j)

满足条件

N e(Xj)= f j 　(j =0 ,1 , … ,n),

则说 N e(X)是样本(1)的精确插值网络 , 这里W·X

表示向量W与 X 的内积.

一个R上定义的有界函数 σ被称为 Sigmoidal

函数 , 如果它满足条件

lim
x※-∞
σ(x)=0 , 　 lim

x※+∞
σ(x)=1.

　　神经网络插值问题是神经网络理论与应用的研

究热点与难点之一 , 至今已有较多研究.对于激活

函数 (x)为对数 Sigmoidal函数

S(x)=
1

1 +e-x
(2)

的情形 , 精确插值网络存在性的代数证明早已为人所

知.文献[ 1]证明了当激活函数 是非减的 Sigmoidal

函数时 , 精确插值网络是存在的.文献[ 2—5] 也研

究过精确插值网络的存在性问题.然而 , 要具体构

造精确插值网络就会出现(n+1)×(n+1)阶矩阵的

求逆问题 , 随着插值节点数 n的增大 , 计算量也迅

速增大 , 这是一项非常麻烦的工作.于是 , 人们转

向寻求近似插值网络的研究 , 即构造一个网络使之

与精确插值网络有任意小的偏差 , 并由它代替精确

插值网络逼近目标函数 , 文献[ 6] 曾讨论过这个问

题.最近文献[ 7]在激活函数为非减的 Sigmoidal函

数的条件下 , 给出精确插值网络存在性的代数证

明 , 并且对任意正数 ε, 构造了 ε近似插值网络

N a(X), 即适合条件

N a(Xj)-f j <ε, j =0 ,1 , …,n
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的单隐层前向神经网络.特别地 , 他们还就激活函

数为对数 Sigmoidal函数(2), 利用 S(x)的可微性

构造了在 C a , b (定义在 a , b 上的连续函数空

间)中稠密的单隐层前向神经网络集.

如所周知 , Sigmoidal函数是常用的激活函数 ,

人们在讨论神经网络的稠密性与复杂性时就经常使

用一般的 Sigmoidal 函数作为神经网络的激活函

数
[ 8—15]

.因此 , 自然要问:在讨论插值神经网络

时 , 精确网络与近似网络的激活函数可否由一般的

Sigmoidal函数构成呢 ?这是本文将予以肯定回答

的第一个问题.此外 , 已有的关于网络插值的研究

大多仅停留在存在性的研究上 , 很少研究插值网络

与近似插值网络对目标函数的逼近误差 , 而从应用

的角度看 , 这又恰是十分重要的问题.基于这一目

的 , 我们利用作为刻画逼近阶和描述函数光滑性的

重要工具 ———连续模 , 分别建立插值网络和近似网

络对目标函数的逼近误差.同时 , 我们将指出神经

网络插值与代数多项式插值之间的本质差异.我们

将证明对于 Sigmoidal激活函数及样本(1), 精确插

值网络是存在的 , 并且针对一维样本和 Sigmoidal

激活函数构造了近似插值网络 , 建立近似插值网络

与精确插值网络间的偏差估计.此外 , 我们将分别

给出近似插值网络与精确插值网络逼近目标函数的

误差估计 , 进一步考虑如何将结论推进到多维空

间.

1　精确插值网络的存在性

设σ(x)是 Sigmoidal函数 , A>0 , 记

δσ(A)= sup
x≥A　

max(1 -σ(x) , σ(-x)).

显然δσ(A)是不增函数 , 而且

lim
A※+∞
δσ(A)=0.

为方便 , 本节先讨论一维的情况.设有实数组

f j
n

j=0及节点组

x0 < x1 <… < xn . (3)

对于样本

(x0 , f 0),(x1 , f 1), … ,(xn , f n) (4)

的精确插值网络 , 我们先建立如下的

定理 1　设 σ(x)是 Sigmoidal函数 , 则当

δσ(A)< 1
4n

(5)

时 , 存在 cj

n

j=0 R , 使得神经网络

N e(x , A)=∑
n-1

j=0
cjσ -

2A(x -x j)
x j+1 -x j

+A +

cnσ -
2A(x -xn)
x n+1 -xn

+A (6)

是样本(4)的精确插值.

证明　显然 , 我们只要证明在条件(5)下关于

未知数 cj
n
j=0的线性方程组

N e(xi , A)= f i 　(i =0 ,1 , … ,n) (7)

是有解的.为此 , 简记

eij(A)=σ-
2A(xi -xj)
xj+1 -xj

+A (i , j =0 ,1 , …,n-1),

ein(A)=σ-
2A(xi -xn)
xn -xn-1

+A (i =0 ,1 , …,n-1),

enj(A)=σ-
2A(xn -xj)
xj+1 -x j

+A (j =0 ,1 , …,n -1),

enn(A)=σ(A).

则由(6)式看到 , 方程组(7)的系数行列式为

Dn(A)=

e00(A) e01(A) … e0n(A)

e10(A) e11(A) … e1n(A)

… … … …

en0(A) en1(A) … enn(A)

.

又记

di j(A)=eij(A)-ei+1 j(A)(i , j =0 ,1 , … ,n-1),

d in(A)=ein(A)-ei+1n(A)(i =0 ,1 , …,n -1),

dnj(A)=enj(A)　(j =0 ,1 , … ,n -1),

dnn(A)=enn(A).
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则由行列式的性质知道

Dn(A)=

d00(A) d01(A) … d0n(A)

d10(A) d11(A) … d1n(A)

… … … …

dn0(A) dn1(A) … dnn(A)

.

注意到δσ(A)的定义 , 不难看出:条件(5)含有当

t≥A时 , 成立

σ(-t) < 1
4n
, 　 1 -σ(t) < 1

4n
.

于是 , 由 d ij(A)的定义得到

dii(A)=σ(A)-σ(-A)=1-(1-σ(A))-σ(-A)≥

1 -
1
4n
-

1
4n
=1-

1
2n
(0 ≤ i ≤n -1),

dnn(A)=σ(A)=1-(1 -σ(A))≥1 - 1
4n
≥

1 -
1
2n
,

以及

∑
n

j =0 , j≠i
d ij <n

1
4n
= 1

4
　(i =0 ,1 , …, n).

所以 ,

d ii(A)> ∑
n

j =0 , j≠i
d ij 　(i =0 , 1 , …, n).

因此 , 由行列式的对角线严格占优定理[ 16] 推出

Dn(A)≠0.

换言之 , 方程组(7)是有解的.定理 1证毕.

附注 1　定理 1证明中所出现的函数

σ-
2A(x -x j)
xj+1 -x j

+A

中的系数 2是为了使计算简便.事实上 , 取任一大

于 1的正整数不影响定理的结论 , 只是此时条件

(5)应作相应的变动.

附注 2　定理 1 所构造的插值网络的输入权与

阈值仅与样本(4)的结点组(3)有关 , 而输出权

cj

n

j=0是一个线性方程组的解.我们证明了这个解

在 A 适当大时的存在性 , 但要具体算出其值需要解

方程组 , 还是比较麻烦的.

附注3　文献[ 7]在激活函数σ(x)为非减的 Sig-

moidal函数的条件下 , 证明了精确插值网络的存在

性 , 这里 , 我们去掉了 “非减” 的要求 , 并且证明

要比文献[ 7]简单.

2　插值网络对目标函数的逼近

对于样本(4), 定义

N a(x , A)=∑
n-1

j=0
(f j -f j+1)σ-

2A(x -x j)
xj+1 -x j

+A +

f nσ -
2A(x -xn)
xn -xn-1

+A

作为此样本的近似插值网络.下面考虑关于样本

(4)的近似插值网络 N a(x , A)与精确插值网络

N e(x , A)(即(6))之间的偏差 , 我们有

定理 2 　设 σ(x)是 Sigmoidal 函数 , 则当

δσ(A)<
1
4n
时 , 对于样本(4)成立着不等式

N e(x , A)-N a(x , A) ≤
(2n +1)δσ(A)‖σ‖
1 -(2n +1)δσ(A)

·

∑
n

j=0
f j - f j+1 + f n ,

其中

‖σ‖ = sup
x
σ(x) , 　i =0 ,1 , …,n.

　　证明　因为 δσ(A)<
1
4n
, 所以由定理 1 知道

线性方 程 组 (7)的 解是 存 在的 , 并 记 其为

C=(c0 , c1 , … , cn), 又记方程组(7)的系数矩阵

为M , 以及 f =(f 0 , f 1 , …, f n), 则方程组(7)可

写作

MC
T
= f

T
(8)

这里 C
T
表示向量 C的转置.又定义矩阵
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U =

1 1 … 1 1

0 1 … 1 1

… … … … …

0 0 … 1 1

0 0 … 0 1

,

则U之逆矩阵

U
-1
=

1 -1 0 … 0 0

0 1 -1 … 0 0

… … … … … …

0 0 0 … 1 -1

0 0 0 … 0 1

.

容易看到 , 若记

M-U =(αij)
n , n
i , j=0 ,

则

αij ≤δσ(A).

因此 , 如记

U
-1(M-U)=(βij)

n , n
i , j=0 ,

那么

βij ≤2δσ(A), 　 βnj ≤δσ(A)

(i =0 ,1 , … ,n -1 , j =0 ,1 , … ,n) (9)

又记 F=(f 0 -f 1 , f 1 -f 2 , …, f n-1 -f n , f n),

ΔC=C-F , 则有

UF
T
= f

T
.

于是(8)式含有

(U +(M -U))(FT +ΔC
T
)= f

T
.

由此不难看到

UΔC
T
=-(M -U)ΔC

T
-(M -U)F

T
,

或者说

ΔC
T
=-U

-1
(M-U)ΔC

T
-U

-1
(M -U)F

T
.

上式及(9)式直接算得

∑
n

i =0
ΔCi ≤(2n +1)δσ(A)∑

n

i=0
ΔCi +

(2n +1)δσ(A) ∑
n-1

i=0
f i - f i+1 + f n .

于是留心到δσ(A)<
1
4n
, 即有

∑
n

i=0
ΔCi ≤

(2n +1)δσ(A)
1-(2n +1)δσ(A)

·

∑
n

i=0
f i -f i+1 + f n (10)

　　显然

N e(x , A)-N a(x , A) ≤∑
n

i=0
ΔCi ‖σ‖ ,

故(10)式含有

N e(x , A)-N a(x , A) ≤
(2n +1)δσ(A)‖σ‖
1 -(2n +1)δσ(A)

·

∑
n

i=0
f i - f i+1 + f n .

定理 2证明完毕.

下面讨论插值网络对目标函数的逼近.为此 ,

我们需要连续模的概念.设 f(x)是 a , b 上有定

义的目标函数 , 定义

ω(f , δ)= sup
a≤x , x+a≤b, h ≤δ

f(x)-f(x +h)

为 f 的连续模
[ 17]
.连续模是刻画逼近误差的一个重

要尺度 , 同时也是描述函数光滑性的重要工具.

对于 a , b 上有定义的目标函数以及区间

a , b 的一个分划

a = x0 < x1 <… < xn =b (11)

记样本 (x i , f(xi))
n

i=0的精确插值网络与近似插

值网络依次为 N e(x , f , A)与 N a(x , f , A), 下

面讨论 N a(x , f , A)与 f(x)的偏差.

337　第 18卷　第 3期　2008年 3月



1)Xie T F , Cao FL.The error of approximation of neural netw orks w ith fixed weights.(in press)

　　定理 3 　设 σ(x)是 Sigmoidal 函数 , f(x)

是 a , b 上 定义 的 目标 函 数 , A > 0 , 则 在

a , b 上有　

N a(x , f , A)- f(x) ≤δσ(A)·

∑
n-1

j=0
f(x j)-f(xj+1)+ f(b) +

‖σ‖+1 ω(f , Δn),

这里

Δn =max
0≤j≤n

xi -x j+1 .

　　证明 　对 x ∈ a , b , 存在 j 0 ∈ N , 使得

x ∈ x j
0
, x j

0
+1 .显然

Na(x , f , A)-f(x)=∑
j
0
-1

j=0
(f(xj)-f(x j+1))·

σ -
2A(x -x j)
xj+1 -x j

+A +

∑
n-1

j=j
0
+1
(f(xj)-f(x j+1))·

σ -
2A(x -x j)
x j+1 -x j

+A -1 +

f(b)σ-
2A(x -xn)
xn -xn-1

+A -1 +

f(xj
0
+1)-f(x)+

(f(x j
0
)-f(x j

0
+1))·

σ -
2A(x -x j

0
)

x j
0
+1 -x j

0

+A .

因此 , 留心到δσ(A)的定义 , 就有

N a(x , f , A)-f(x) ≤δσ(A)·

∑
n-1

j=0
f(x j)-f(x j+1)+f(b) +(‖σ‖+1)ω(f , Δn).

此即为所求.定理 3证毕.

联合定理 2和定理 3 , 注意到‖σ‖≥1 , 即得

定理 4　设 σ(x)是 Sigmoidal 函数 , f(x)是

a , b 上定义的目标函数 , 则当 δσ(A)<
1
4n
时 , 在

a , b 上有

N e(x , f , A)-f(x) ≤
(2n+2)δσ(A)‖σ‖
1 -(2n +1)δσ(A)

·

∑
n-1

i=0
f(xi)-f(xi+1)+f(b) +(‖σ‖+1)ω(f , Δn).

特别当分划(11)是 a , b 的n 等分时 , 有

Δn =
b -a
n
, f(x i)-f(x i+1) ≤ω f , b-a

n

(i =0 ,1 , … ,n -1).

于是 , 我们得到如下的

定理 5 　设 σ(x)是 Sigmoidal 函数 , f(x)是

a , b 上的目标函数 , 则当插值结点 xi
n
i=0 为

a , b 的 n 等分的分点且 δσ(A)< 1
(n+1)

2时 , 在

a , b 上成立着

N a(x , f , A)-f(x) ≤

(‖σ‖+2)ω f ,b-a
n

+
1

n +1
f(b) ,

N e(x , f , A)- f(x) ≤

(5‖σ‖+1)ω f ,b-a
n

+
4‖σ‖
n+1

f(b) .

　　附注 4　当插值结点组 xi
n

i=0为 a , b 的n 等

分的分点时 , 由 N e(x , f , A)与 N a(x , f , A)的

定义看到 , 这两个网络的输入权是-
2An
b-a

.因此 ,

定理 5给出了具固定权的神经网络的逼近定理[ 18] 1).

附注 5　当激活函数为对数 Sigmoidal函数(2)

时 , 文献 [ 7] 利用了激活函数的微分性质得到

N a(x , f , A)在连续函数空间中的稠密性定理.

本文的定理 3—5是在激活函数为一般的 Sigmoidal

函数条件下得到逼近阶估计定理(复杂性定理),

它们自然包含着近似插值网络与精确插值网络在

连续的目标函数空间的稠密性定理.

附注 6　定理 5 表明在均匀分布的结点的情况
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下 , 神经网络插值与通常的代数多项式插值的本质

差异 , 因为 Lag range 插值多项式不可能对每个连

续函数都收敛的 , 而插值的神经网络对每个连续函

数都是一致收敛的.

附注 7　我们看到近似插值网络 N a(x , f , A)

关于 f 是线性的.于是 , 在定理 5的假设下 , 我们

有如下的不等式:在 a , b 上成立着

f(b)+N a(x , f -f(b), A)-f(x) ≤

(‖σ‖+2)ω f , b-a
n

,

f(b)+N e(x , f -f(b), A)- f(x) ≤

(5‖σ‖+1)ω f ,
b -a
n

.

3　多维空间的插值网络

本节对 d >1 讨论 R
d
中的神经网络的插值问

题.由于样本(1)中的插值节点组 Xj
n
j=0是R

d
中

(n+1)个互异的点 , 所以 , 根据文献[ 3]的一个结

论 , 存在点 y ∈R
d
使得

y ·X j 　(j =0 ,1 , …, n)

是互异的实数.将它们按大小排列如下

y ·Xm
0
< y· Xm

1
<… < y ·Xmn

,

这里(m0 , m1 , … , mn)是(0 , 1 , …, n)的一个置

换.记 ti =y ·Xm
i(i=0 , 1 , …, n), 则有

t0 < t1 <… <tn .

我们对样本

(t0 , f m
0
),(t1 , f m

1
), …,(tn , f mn) (12)

应用定理 1 , 立即看到当 δσ(A)<
1
4n
时 , 存在

cj
n
j=0 , 使得

N e(t , A)=∑
n-1

j=0
cjσ -

2A(t-tj)
tj+1 -tj

+A +

cnσ -
2A(t-tn)
tn -tn-1

+A

是样本(12)的精确插值 , 即有

N e(t i , A)= f mi 　(i =0 ,1 , …, n).

于是网络

N e(X , A)=∑
n-1

j=0
cjσ -

2A(y ·X -y ·Xm
j
)

y ·Xm
j+1
-y ·Xm

j

+A +

cnσ -
2A(y ·X-y ·Xmn)
y ·Xmn -y· Xm

n-1

+A (13)

是样本(1)的精确插值网络.因为此时显然有

N e(Xmi , A)= f mi 　(i =0 , 1 , … ,n)

换言之 , 有

N e(Xi , A)= f i 　(i =0 , 1 , … ,n)

我们将上述结论写作

定理 6　设 σ(x)是 Sigmoidal 函数 , (1)是R
d

中的插值样本 , 则有 y ∈R
d
及(0 , 1 , … , n)的一

个置换(m0 , m1 , … , mn), 使得

y ·m0 <y ·m1 <… < y·mn ,

而且当

δσ(A)<
1
4n

时 , 存在实数组 cj
n
j=0 , 使得(13)是样本(1)的精

确插值网络.

类似于第三节的讨论 , 如果定义样本(1)的近

似插值网络为

N a(X , A)=∑
n-1

j=0
(fm i -f m

j+1
)·

σ-
2A(y ·X -y ·Xm

j
)

y ·Xm
j+1
-y ·Xm

j

+A +

fmnσ -
2A(y ·X-y ·Xmn)
y ·Xm

n-1 -y· Xmn

+A ,

那么成立如下的

定理 7 　设 σ(x)是 Sigmoidal 函数 , 则当
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δσ(A)<
1
4n
时 , 成立

N e(X , A)-N a(X , A) ≤
(2n+1)δσ(A)‖σ‖
1-(2n+1)δσ(A)

·

∑
n

j =0
f m

j
-f m

j+1
+ f mn .

　　附注 8　自然会发问:当样本(1)中的 f j 取作

函数f(X)在 Xj 处的值 f(X j)时 , 相应的插值网络

与 f(X)的偏差该有怎样的刻划? 这个问题的回答并

不简单 , 我们将在后续文章中继续讨论.

4　结论

文本首先在激活函数仅为有界的 Sigmodial 函

数的条件下 , 证明了精确插值神经网络的存在性.

与已有结果相比 , 定理所需的条件较为宽松 , 而采

用的证明方法比较简洁并且是构造性的 , 为构造精

确插值网络提供了一种新方法.其次 , 给出了近似

插值网络与精确插值网络之间以及近似插值网络逼

近目标函数偏差的量化估计 , 从而揭示了网络逼近

速度与隐层拓扑结构(如神经元数目)之间的关系.

同时 , 也指出了神经网络插值与代数插值之间的本

质区别以及需进一步研究的问题.
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